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Transport von elektrischer Energie durch Hochspannungsleitungen

In diesem Beitrag werden Berechnungen zum Transport von elektrischer Energie durch Hochspannungsleitungen über große Entfernungen durchgeführt.

Der Beitrag enthält vier Teile und einen Anhang.
Im ersten Teil wird gezeigt, wie im Drehstromnetz die in den Leitungen übertragene Leistung berechnet wird. Im zweiten Teil werden die Formeln für Stromtransport aufgestellt, im dritten Teil die elektrischen Kenngrößen der Leitung bestimmt und im vierten Teil die Verluste beim Stromtransport abgeschätzt.
1. Teil: Drehstrom

In Europa haben wir eine spezielle Form des Wechselstromnetzes: Ein Drehstromnetz 
Wechselstrom ist ein elektrischer Strom, der seine Größe und Richtung periodisch wechselt. Drehstrom nennt man eine Form des Wechselstroms, der durch drei statt durch zwei Stromleiter geführt wird. In jedem der drei Stromleiter sind die Wechsel um je eine Drittelperiode (α = 120°) versetzt.
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Wie Abb. 1 zeigt, wechseln die Spannung und der Strom nicht abrupt die Richtung. sondern kontinuierlich. Die Kurven werden in der Mathematik mittels der Sinus-Funktion sin(x) und/oder der Kosinus-Funktion cos(x) beschrieben. 
Im Folgenden verwenden wir  *  als Multiplikationszeichen. 
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In Abb. 2 sind π = 3,141593… die Kreiszahl, ω=2*π*f die Kreisfrequenz; in Deutschland (außer bei der Deutschen Bahn) ist die Frequenz 50 Hz, d. h. es ist f=50 [1/s]. Eine Periode ist 0,02 s lang. Mit u1, u2, u3 wurden die Spannungen des Generators bezeichnet (hier in Sternschaltung). 

2/3*π bzw. 4/3*π ist die Phasenverschiebung im Bogenmaß und entspricht einer Phasenverschiebung von 120° bzw. 240°. 

Eine Hochspannungsleitung besteht aus drei Stromleitern (oberirdisch oder unterirdisch) zur Übertragung von Drehstrom. Der Nullleiter wird zum Transport des Stromes nicht benötigt.
Die Leistung L berechnet sich aus dem Produkt 
L = u * q. 

(u=Spannung, q=Strom, normalerweise wird der Strom mit dem Formelzeichen i bezeichnet, aber um weiter unten Verwechslungen mit i als imaginärer Zahl zu vermeiden, benutzen wir für den Strom als Formelzeichen q.)

Den Verbraucher interessiert aber nicht die momentane Leistung, sondern die mittlere Leistung. Die mittlere Leistung P für einen Stromleiter berechnet sich wie folgt:
P = 1/(2*π) * ∫ u10 * sin (ω*t) * q10 * sin (ω*t- φ) * d(ω*t)
wobei das Integral von ω*t von 0 bis 2*π zu berechnen ist.

Im Allgemeinen ist der zeitliche Verlauf des Stromes um den Winkel φ gegen die Spannung versetzt. Nur im Idealfall eines rein ohmschen Widerstandes ist φ=0 (s. u.).
P = 1/(2*π) * u10 * q10 * ∫ [sin (ω*t)* sin (ω*t- φ)] * d(ω*t)      
Da wir das Integral in dieser Form nicht in einer Integraltafel gefunden haben, müssen wir es teilweise selbst berechnen.

J = ∫ [sin (ω*t) * sin (ω*t- φ)] * d(ω*t)

J = ∫ [sin (ω*t) * {sin (ω*t) * cos(φ) - cos (ω*t) * sin(φ)}] * d(ω*t)

J = ∫ [sin (ω*t) * sin (ω*t) * cos(φ) - sin (ω*t) * cos (ω*t) * sin(φ)] * d(ω*t)

J = ∫ [sin (ω*t) * sin (ω*t) * cos(φ)] * d(ω*t) - ∫ [sin (ω*t) * cos (ω*t) * sin(φ)] * d(ω*t)

J = cos(φ) * ∫ [sin (ω*t) * sin (ω*t)] * d(ω*t) - sin(φ) * ∫ [sin (ω*t) * cos (ω*t)] * d(ω*t)     
Die beiden Integrale können jetzt direkt einer Integraltafel entnommen werden (z. B. Bronstein - Semendjajew: Taschenbuch der Mathematik). Die Berechnung des ersten Integrals ergibt genau π und die des zweiten Integrals Null. Damit ist
P = 1/(2*π) * u10 * q10 * cos(φ) * π
P = 0,5 * cos(φ) * u10 * q10
Man definiert als mittlere (besser effektive) Spannung u1e und Strom q1e
u1e = √0,5 * u10 oder in unserer Schreibweise: u1e = sqrt(0,5) * u10
q1e = √0,5 * q10 oder in unserer Schreibweise: q1e = sqrt(0,5) * q10
(√0,5 oder sqrt(0,5) bedeutet die Wurzel aus 0,5. √0,5= 0,7071068…. Die Schreibweise „sqrt(…)“ wurde aus der Programmiersprache FORTRAN entliehen.)
Damit ist die Leistung für einen Leiter der Hochspannungsleitung gegeben als

P = cos(φ) * u1e  * q1e

Im Idealfall ist φ =0 und damit cos(φ)=1. In diesem Fall wird die Leistung optimal übertragen. Falls aber im ungünstigsten Fall φ =90° (im Bogenmaß π/2) und damit cos(φ)=0 ist, wird überhaupt keine Leistung übertragen, obwohl in der Leitung hohe Ströme fließen. In diesem Fall ist der momentane Strom dann am höchsten, wenn die Spannung Null ist und umgekehrt (Abb. 3).  
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Wir nehmen im Folgenden stets an, dass alle drei Leiter einer Leitung in vollkommen gleicher Weise durchflossen werden.
Über die drei Leiter wird dann die dreifache Leistung P3 übertragen.
P3 = 3 * cos(φ) * u1e  * q1e

In Abb. 2 haben wir die Spannungen zum Nullleiter angegeben. Wenn aber z. B. von einer 380 kV Hochspannungsleitung (die höchste Spannung im deutschen Hochspannungsnetz) die Rede ist, dann ist damit die effektive Spannung zwischen zwei Leitern gemeint. Die Spannung zwischen z. B. dem Leiter 1 und 2 beträgt (s. Abb. 2):
u21 = u2 – u1
Wir gehen - wie oben gesagt - von einer gleichmäßigen Belastung der Leitungen aus.
Also von u1 = u2. Dann ist:
u12 = u10 * [ sin (ω*t + 2/3*π) - sin (ω*t) ]

u12 = u10 * [ sin (ω*t )*cos(2/3*π) + cos (ω*t )*sin(2/3*π) - sin (ω*t) ]

Es ist cos(2/3*π) = -0,5 und sin(2/3*π) = 0,5*sqrt(3)
Damit wird:

u12 = u10 * [ - 0,5* sin (ω*t ) + 0,5*sqrt(3)*cos (ω*t ) - sin (ω*t)]

u12 = u10 * [ -1,5*sin (ω*t) + 0,5*sqrt(3)*cos (ω*t ) ]

Wir ziehen sqrt(3) = Wurzel aus 3 vor die eckige Klammer
(Beachte dabei, dass -1,5 = -0,5 * sqrt(3) * sqrt(3) ist.)

u12 = u10 * sqrt(3) * [ -0,5* sqrt(3) * sin (ω*t) + 0,5*cos (ω*t ) ]

u12 = u10 * sqrt(3) * [ -cos(5/6*π) * sin (ω*t) + sin(5/6*π) * cos (ω*t ) ]

u12 = u10 * sqrt(3) * sin(ω*t – 5/6*π)

(2/3*π im Bogenmaß entspricht 120°, 5/6*π entspricht 150°, die Angabe in Grad ist anschaulicher, aber das Bogenmaß ist in der Mathematik das „natürliche“ Maß.)
Man sieht, auch die Spannung zwischen zwei Leitern ist wieder sinusförmig und um den Faktor sqrt(3)= 1,732.. größer als die Spannung eines Leiters zum Nullleiter. Die Phase φ =150° interessiert uns nicht mehr. Man könnte so auch die Spannungen zwischen den anderen Stromleitern berechnen. Man erhält wieder drei zeitliche Spannungsverläufe, die um je 120° (im Bogenmaß: um je 2/3*π) verschoben sind.
Die effektive Spannung ue zwischen zwei Leitern erhält man, wenn man die Maximalspannung u12 durch Wurzel aus 2 dividiert.

ue = u10 * sqrt(3) / sqrt(2) = u1e * sqrt(3)
Die Leistung berechnet sich dann:

P3 = 3 * cos(φ) * u1e  * q1e = 3 * cos(φ) * ue / sqrt(3) * q1e

P3 = sqrt(3) * cos(φ) * ue * qe
Die letzte Gleichung ist die in Formelsammlungen angegebene Formel für die Leistung. (Da in allen drei Leitern die Ströme gleich groß sein sollen, haben wir in der letzten Formel nur qe statt q1e geschrieben.)

Also in der letzten Formel ist ue die effektive Spannung zwischen zwei Leitern und qe der Strom in jedem der drei Leiter.

Beispiel: 

Über eine 380 kV Hochspannungsleitung soll eine Leistung von 600 MW von einem Kraftwerk (z. B. großes Kohlekraftwerk oder ein halbes Kernkraftwerk) abtransportiert werden.
Die effektive Spannung zwischen zwei Leitern beträgt ue = 380000 V. (V=Volt)
Es wird angenommen, dass die Leitung optimal belastet wird, dann ist cos(φ)=1.

In diesem Fall erhalten wir für den Strom qe in jedem der drei Leiter:

qe= P3 / ( sqrt(3) * cos(φ) * ue )

qe= 600 000 000 / (1,732 * 1,0 * 380000) = 912 A
In jedem Leiter müssen dann im Mittel (Effektivwert) 912 Ampere fließen.

Die effektive Spannung eines Leiters zum Nullleiter (wenn vorhanden) oder zur Erde beträgt 
u1e = 380000 / sqrt(3) = 380000 / 1,732 = 219400 V also ca. 220 000 V
Die maximale Spannung zwischen zwei Leitern beträgt

u10 = u1e * sqrt(2) = 380000 * 1,414 = 537320 V
d. h. die Isolation zwischen zwei Leitern muss für 0,54 Millionen Volt 

und die Isolation für jeden Leiter zur Erde muss für 537320 /1,732 = 310230 V, also für über 0,3 Millionen Volt ausgelegt sein. 

2. Teil: Transport vom elektrischen Strom über eine Hochspannungsleitung

Wir behandeln nur den Fall, dass alle drei Leiter einer Hochspannungsleitung in gleicher Weise belastet werden. Dann reicht es aus, das Verhalten eines Leiters gegenüber Null zu untersuchen.
Jede der drei Leiter weist einen ohmschen und einen induktiven Widerstand auf, außerdem bestehen zwischen den Leitern eine Kapazität und evtl. auch noch ein Übergangswiderstand.
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Um Verwechslungen zu vermeiden, wird – wie oben schon – für die Ströme das Formelzeichen q statt, wie in der Physik gebräuchlich, i verwendet. 

Es gilt
u = R*q 
(1)
u = -L*(dq/dt)
(2)
Q = C*u   mit  q = dQ/dt
(3)
(Q = elektrische Ladung in Joule (J), die zeitliche Änderung von Q ergibt den Strom q in Ampere (A))
Wir untersuchen nur den Fall, dass die Leitung von einem sinusförmigen Wechselstrom durchflossen wird, also z. B. keine Ein- oder Ausschaltvorgänge.
Die Gleichungen lassen sich einfacher formulieren, wenn mit komplexen Zahlen gerechnet wird statt mit Amplituden und Phasen. 

u = u0 * exp(i*ω*t)
(4)
q = q0 * exp(i*ω*t)
(5)
Dabei sind u, q, u0, q0 komplexe Zahlen, ω die Kreisfrequenz und t die Zeit. (ω und t sind reelle Zahlen), i ist das Symbol für die Zahl, die sich aus der Wurzel von -1 ergibt. Bekanntlich gibt es keine reelle Zahl, die mit sich selbst multipliziert -1 liefert. Deshalb wurden von den Mathematikern die imaginären Zahlen und als Mischung aus imaginären und reellen Zahlen die komplexen Zahlen eingeführt. Für den Umgang mit komplexen Zahlen wird auf den Anhang verwiesen.

Wir werden - wie auch oben schon - alle Formeln so schreiben, dass man ohne einen Formeleditor auskommt. Weiterer Vorteil dieser Schreibweise ist es, dass diese Formeln einfacher für ein Rechenprogramm benutzt werden können.

Statt eiωt schreiben wir exp(i*ω*t) und statt i = √-1 schreiben wir i = sqrt(-1)

D. h. i = sqrt(-1) bedeutet, i ist gleich der Wurzel aus -1.
Einsetzen von (4) und (5) in (1) liefert.
u0 * exp(i*ω*t) = R* q0 * exp(i*ω*t)
u0 = R* q0
Einsetzen von (4) und (5) in (2) liefert.

u0 * exp(i*ω*t) = -L* d{q0 * exp(i*ω*t)} /dt

Bilden der zeitlichen Ableitung von {q0 * exp(i*ω*t)} liefert

u0 * exp(i*ω*t) = -L * i * ω * q0 * exp(i*ω*t)
u0 = -L* i*ω*q0

Einsetzen von (4) und (5) in (3) liefert:

dQ/dt = q0*exp(i*ω*t)

Zur Berechnung von Q müssen wir das zeitliche Integral von q = q0 * exp(i*ω*t) bilden:

q = (1/(i*ω)) * q0*exp(i*ω*t) = C* u0 * exp(i*ω*t) 
 (1/(i*ω)) * q0 = C* u0
q0 = i*ω*C * u0 

Aus Gründen der Bequemlichkeit lassen wir den Index 0 bei q0 und u0 im Folgenden weg. Der zeitliche Verlauf ist immer durch (4) und (5) vorgegeben. D. h.: u und q sind ab hier die komplexen Amplituden (Scheitelwerte) für die Spannung und den Strom.
Dann ist allgemein
u = R* q

analog u = Rv* q

u = - i*ω*L*q

q = i*ω*C * u 

R, L, C und Rv seien gleichmäßig über den Leiter verteilt. Die Symbole sollen dann für die betreffende Größe pro Längeneinheit stehen. Beispielsweise ist dann R der Widerstand pro Meter eines Leiters.
Es gelten dann folgende Beziehungen (s. Abb. 4)

u1 - R*q1 - i*ω*L*q2 = u2

q3 = i*ω*C * u1 

q4 = u1 / Rv
Es ist günstiger, statt Rv den Leitwert Lv = 1/Rv zu benutzen. Dann ist:
q4 = Lv* u1

q1 = q2+q3+q4

In der letzten Gleichung eliminieren wir q3 und q4 mit Hilfe der beiden Gleichungen davor:
q1 = q2 + i*ω*C * u1 + Lv* u1

Wir schreiben die Gleichungen für ein (unendlich) kurzes Leitungsstück der Länge dx auf.
u(x) - R*q(x)*dx - i*ω*L*q(x)*dx = u(x+dx)

q(x) = q(x+dx) + i*ω*C*dx * u(x) + Lv*dx*u(x)
Dies geht für dx ( 0 direkt in die beiden Differentialgleichungen
du/dx = - (R +i*ω*L) * q
(6)
dq/dx = - (i*ω*C + Lv) * u
(7)
über. Hierbei sind u und q komplexe Funktionen in Abhängigkeit des Ortes x.
Es handelt sich bei (6) und (7) um ein System von zwei linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten. Dieses lässt sich leicht analytisch lösen.
Hierzu differenzieren wir (6) nach x und setzen dann (7) ein:
d2u/dx**2 = (R +i*ω*L) * (i*ω*C + Lv) * u

(d2u/dx**2 = zweite Ableitung von u nach x)

Lösungsansatz:
u = u0 * exp(λ*x)
(8)

wobei λ eine komplexe Konstante und u0 frei wählbar ist. u0 ist die elektrische Spannung am Anfang der Leitung.
Für λ erhalten wir
λ**2 = (R +i*ω*L) * (i*ω*C + Lv)

λ**2 = R*Lv + i*ω*L* Lv + i*ω*C*R – ω**2 * L*C

Hierbei wurde i*i = -1 benutzt.
λ = +/- sqrt{ R*Lv – ω**2 * L*C + i*ω * (L* Lv + C*R) }   (9)
wobei sqrt die Wurzel aus dem Ausdruck in {…}- Klammern bedeutet. D. h. es muss die Wurzel aus einer komplexen Zahl berechnet werden. Entweder man benutzt eine Programmiersprache, bei der das vorgesehen ist, oder man benutzt dazu die Formeln im Anhang. 
Die vollständige Lösung von (6) und (7) ist 
u = ua * exp(λ* x) + ub * exp(-λ* x)
(10)

hierbei sind ua und ub zwei frei wählbare komplexe Zahlen und λ durch (9) gegeben.
q = - du/dx / (R +i*ω*L) 

q = - {ua * λ * exp(λ* x) - ub * λ * exp(-λ* x) } / (R +i*ω*L)   (11)

Für den Sonderfall C=0 und Lv=0 folgt aus (7) q=q0 und aus (6)
u(x) = u0 - (R +i*ω*L) * q0 * x
(12)
wobei u0 und q0 frei wählbar sind.
Randbedingungen:

Die beiden freien Konstanten ua und ub werden so gewählt, dass am Anfang des Leiters die Spannung u(x=0) den vorgegebenen Wert u0 hat und am Ende des Leiters (Länge l) der Strom q gemäß des Verbrauchers Z berechnet wird.

u(x=l) = Z * q(x=l)
(13)

Z= komplexe Zahl mit positivem Realteil als Wirkwiderstand.

Am Anfang der Leitung (x=0) gilt:
u0 = ua + ub 
(14)
Am Ende der Leitung (x=l) gilt:
ua * exp(λ* l) + ub * exp(-λ* l) = - Z * {ua * λ * exp(λ* l) - ub * λ * exp(-λ* l) } / (R +i*ω*L)
ua * exp(λ* l) * [1 + Z * λ / (R +i*ω*L) ] + ub * exp(-λ* l) * [ 1 - Z * λ/(R +i*ω*L) ] = 0
Hieraus kann ua und ub berechnet werden:

Einsetzen von (14) in die letzte Gleichung liefert:

ua * exp(λ* l) * [1 + Z * λ / (R +i*ω*L) ] + (u0- ua) * exp(-λ* l) * [ 1 - Z * λ/(R +i*ω*L) ] = 0
ua = -u0 * exp(-λ* l) * [ 1 - Z * λ/(R +i*ω*L) ] / 

{exp(λ* l) * [1 + Z * λ / (R +i*ω*L) ] - exp(-λ* l) * [ 1 - Z * λ/(R +i*ω*L) ]}
ua = -u0 / 

{exp(λ* l) * [1 + Z * λ / (R +i*ω*L) ] / [exp(-λ* l) * [ 1 - Z * λ/(R +i*ω*L) ]] – 1 }
ua = u0 / 

{ 1 - exp(λ* l) * [1 + Z * λ / (R +i*ω*L) ] / [(exp(-λ* l) * [ 1 - Z * λ/(R +i*ω*L) ]] ) }

ua = u0 / 

{1 - exp(2*λ* l) * [1 + Z * λ / (R +i*ω*L) ] / [ 1 - Z * λ/(R +i*ω*L) ] }   (15)

ub = u0 - ua 
(14a)
Randbedingungen für den Sonderfall (s. Gl.(12)):

In (12) ist u0 die vorgegebene Spannung am Anfang der Leitung.
Am Ende gilt:
u(x=l)) = u0 - (R +i*ω*L) * q0 * l = Z * q0
also

q0 = [ u0 - (R +i*ω*L) * q0 * l ] / Z

q0*Z + (R +i*ω*L) * q0 * l = u0 

q0 = u0 / [ Z + (R +i*ω*L)* l ]
Damit stehen alle Gleichungen zur Verfügung, um den Spannungsabfall und die Ströme in einer Hochspannungsleitung berechnen zu können.
Da wir im Allgemeinen als Ergebnis komplexe Größen erhalten, müssen wir diese interpretieren. Dazu werden der Betrag und die Phasenverschiebung (=Winkel φ) berechnet (s. Anhang).

Zusammenstellung der Ergebnis-Formeln als Übersicht
λ
= 
sqrt{ R*Lv – ω**2 * L*C + i*ω * (L* Lv + C*R) }
(9)

ua
= 
u0 /

{1 - exp(2*λ* l) * [1 + Z * λ / (R +i*ω*L) ] / [ 1 - Z * λ/(R +i*ω*L) ] } 
(15)

ub 
= 
u0 - ua 

(14a)

u
 = 
ua * exp(λ* x) + ub * exp(-λ* x)

(10)

q
 = 
- {ua * λ * exp(λ* x) - ub * λ * exp(-λ* x) } / (R +i*ω*L) 
(11)

Sonderfall für C=0 und Lv=0:

q0 
=
u0 / [ Z + (R +i*ω*L)* l ]
u
= 
u0 - (R +i*ω*L) * q0 * x

(12)

q
= 
q0
Vorzugeben sind die elektrischen Eigenschaften R, L, C und Lv der Leitung (s. 3. Teil), der Widerstand Z des Verbrauchers, die Kreisfrequenz ω und die Scheitelspannung u0 eines Leiters gegen Null am Anfang der Leitung. 
λ, ua, ub, q0 sind Zwischenergebnisse, i = √-1 und u, q in Abhängigkeit des Ortes x das Endergebnis.
u=Scheitelspannung in einem Leiter gegen Null, q=Scheitelstrom in einem Leiter 
3. Teil: Kenngrößen der Leitungen
Zur Berechnung der Leitung benötigen wir

· den Widerstand R

· die Induktivität L

· die Kapazität C

· den Übergangsleitwert Lv

pro Meter der Leitung
Freileitung:

Widerstand R

Ein Leiter ist aus Aluminiumdrähten (Kupfer leitet zwar besser, ist aber zu schwer) zur Leitung des elektrischen Stromes und aus einem Stahlseil für die Zugfestigkeit zusammengesetzt. Bei einer 380 KV Leitung wird eine Leitung aus vier solcher Leiter zusammengesetzt.

Aus der Wikipedia wurden folgende Werte für die Querschnittsflächen F entnommen:
F-Aluminium (Al) = 240 mm2
F-Stahl = 40 mm2

Diese Zahlen sind mit vier zu multiplizieren.

Der spez. Widerstand von Al beträgt

γ = 0,027*1E-6 Ohm*m bei 18° C (1E-6 Ohm*m = 1 Ohm * mm**2 /m)

Quelle: "Physikalisches Taschenbuch" von Hermann Ebert, 1962 , Seite 380 Tabelle 3

Der spez. Widerstand des Stahls ist größer als 0,1 Ohm * mm**2 /m und kann vernachlässigt werden.

(1E-6 steht für 10-6 = 0,000001)

Damit können wir den Widerstand pro Meter der Leitung berechnen:
R = 0,027 / (4*240)
Ohm/m
Induktivität L

Um einen Leiter herum besteht ein Magnetfeld, dessen Größe und Richtung sich mit dem Strom in der Leitung ändern. Zum Auf- und Abbau des Magnetfeldes wird dort ständig Energie aufgenommen und wieder in den Leiter zurückgegeben.

Dieser Vorgang wird mit der Induktivität L pro m (Einheit: Henry= Vs/A) berücksichtigt.

(Einheit der Induktivität ist Henry (H) = Vs/A)

L = (μ/π) * {ln(s/r) + 0,25}
Vs/A/m 
Dabei bedeutet μ die Vakuumpermeabilität, π=3,1416…, 
s ist der Abstand der Leiter, r der Radius eines Leiters und ln(s/r) der natürliche Logarithmus von s/r. Der Anteil 0,25 in der Formel ist wohl auf das Magnetfeld in dem Leiter zurückzuführen.
Quelle "Physikalisches Taschenbuch" von Hermann Ebert, 1962, Seite 489

μ = 4E-7 * π  (H/m)

(4E-7 steht für 0,000 000 4)
Für unsere Berechnungen benutzen wir s = 7 m und r = 0,10 m.
Kapazität C

Zwischen zwei Leitern besteht ein elektrisches Feld, das auch - ähnlich wie das Magnetfeld - im Takt mit der elektr. Spannung u in der Leitung ständig sich verändert. Dies wird mit der Kapazität C pro Meter berücksichtigt.

(Einheit Kapazität C ist Farad (F) = As/V)
C = π * ε / ln(s/r) 
F/m
Dabei bedeutet ε die elektrische Feldkonstante, die anderen Größen s. bei der Induktivität L

Quelle: "Physikalisches Taschenbuch" von Hermann Ebert, 1962 , Seite 487 oder 375 Gl.(50a)
ε = 8,8542E-12 F/m = 0,000 000 000 008 854 2 
F/m
Übergangsleitwert Lv

Der Leitwert ist der Kehrwert vom elektrischen Widerstand. Mit Lv kann berücksichtigt werden, wenn Strom zwischen den Leitungen oder zur Erde abfließt. Wir nehmen an, dass diese Ströme so klein sind, dass wir 
Lv = 0

setzen dürfen.

Erdkabel

Widerstand R = 0,017 / 2500 Ohm/m
Dabei ist 0,017 der spez. Widerstand für Kupfer in Ohm*mm2/m und 2500 der Querschnitt des Leiters in mm2.
Kapazität C = 0,26E-9  F/m  (Einheit F=Farad)
Induktivität L = (0,17E-3)**2 * C in Henry/m

Dabei ist 0,17E-3 V/A die Impedanz der Leitung

Die Daten wurden dem Datenblatt der Firma BRUGG Cables entnommen.

Gasisolierte Leitung (GIL)
Querschnitt A= π /4 * (0,180**2 - 0,156**2)  m**2
Der Leiter in der GIL ist ein Hohlzylinder aus Aluminium mit 180 mm Außendurchmesser und 156 mm Innendurchmesser. 
Widerstand R = 0,027E-6 / A  Ohm/m
Dabei ist 0,027E-6 der spez. Widerstand für Aluminium in Ohm*m
Induktivität L  = [μ /(2 * π)] * [ln(0,50/0,18) + 0,25] Henry/m
0,50 m ist der Innendurchmesser der Kapsel (=Außenrohres) und 0,18 m der Außendurchmesser des Leiters, μ wie bei der Freileitung.

Formel aus "Physikalisches Taschenbuch" von Hermann Ebert, 1962 , Seite 489
Kapazität C= 2 * π * ε / ln(0,50/0,18)
Für ε wurde wie bei der Freileitung die elektrische Feldkonstante für das Vakuum benutzt. Der Einfluss des Isoliergases auf ε ist vernachlässigbar gering. Formel aus "Physikalisches Taschenbuch" von Hermann Ebert, 1962 , Seite 486
4. Teil: Berechnung des Stromtransportes, Ergebnisse
Im Teil 1 haben wir berechnet, dass, um 600 MW Leistung zu transportieren, in jeder der drei Leiter q=912 A fließen müssen. Am Ende der Leitung ist ein Verbraucher (z. B. eine Stadt) mit dem Widerstand Z angeschlossen. Z soll so gewählt werden, dass, wenn die Leitung verlustfrei wäre, gerade die qe = 912 A fließen würden. In jeden Leiter wird eine Spannung (gegen Null) von ue = 220 000 V eingespeist. Dann wird 

Z = ue / qe = 220 000 / 912 = 242 Ohm
Beachte, dass wir mit den Spitzenspannungen und -strömen rechnen müssen. Also mit:

u0 = ue * 1,4142 = 311 124 V

Benutzt wurden u0=220 000 Veff und ein Verbraucher mit 242,5 Ohm, die Leistung gilt für alle drei Leiter zusammen. In der Tabelle wurden die effektiven Spannungen und Ströme angegeben.

Länge der Leitung jedes Mal 100 km 
Verlustfreie Leitung, nur zum Vergleich

        Spannung     Strom     φ  cos φ   Leistung

0   km  220000 V     912 A    0°  1,0     600,0 MW

100 km  220000 V     912 A    0°  1,0     600,0 MW

Ideale Freileitung (keine Blindströme, nur Ohmsche Verluste)

0   km  220000 V     897 A    0°  1,0     591,9 MW

100 km  219730 V     897 A    0°  1,0     587,1 MW

Ideales Erdkabel (VPE-Kabel) (keine Blindströme, nur Ohmsche Verluste)

0   km  220000 V     905 A    0°  1,0     597,1 MW

100 km  219560 V     905 A    0°  1,0     595,9 MW

Ideale gasisolierte Leitung (GIL) (keine Blindströme, nur Ohmsche Verluste)

0   km  220000 V     906 A    0°  1,0     597,7 MW

100 km  219730 V     906 A    0°  1,0     597,0 MW

Freileitung

0   km  220000 V    1045 A  -10°  0,984   568,3 MW

100 km  213100 V    1051 A    0°  1,0     561,8 MW
Erdkabel (VPE-Kabel)
0   km  220000 V    2171 A   55°  0,568   813,2 MW

100 km  255620 V    1054 A    0°  1,0     808,4 MW

Erdkabel GIL

0   km  220000 V    1160 A   21°  0,935   605,4 MW

100 km  220860 V    1104 A    0°  1,0     604.2 MW
        Spannung     Strom     φ  cos φ   Leistung

In der Tabelle bedeutet „ideale Leitung“, dass hier bei der Rechnung nur die Verluste aufgrund des Widerstandes der drei Leiter berücksichtigt worden sind. Man spricht dabei auch von „ohmschen Verluste“ oder „Wirkverluste“. Diese Verluste bewirken eine Erwärmung der drei Leiter. Beim Freikabel sind das 591,9-587,1=4,8 MW oder 0,81 %, beim Erdkabel 1,2 MW oder 0,20 % und bei der gasisolierten Leitung 0,7 MW oder 0,12 %. Bei der Freileitung sind die ohmschen Verluste bei 100 km Länge vertretbar und bei den Erdleitungen klein. Falls die Leitung 1000 km lang sein muss, verzehnfacht sich der Verlust, aber 8,1 % Verlust bei der Freileitung wären u. E. immer noch hinnehmbar.
Bei den realen Leitungen sieht es nicht so gut aus. Bei dem Erdkabel (VPE-Kabel) sind die Phasenverschiebung mit 55° und damit die Blindströme so hoch, dass das Kabel schon für 100 km ohne Kompensation nicht brauchbar ist. Z. B. ist am Anfang der Leitung der Strom etwa doppelt so hoch wie am Ende, d. h. das Kraftwerk wäre mit solchen Blindströmen außer Gefecht gesetzt. 

Für die gasisolierte Leitung beträgt die Phasenverschiebung 21°, was auch schon hoch ist, bei der Freileitung beträgt die Phasenverschiebung nur -10°, hier muss am wenigsten kompensiert werden. Das Minuszeichen rührt daher, dass bei der Freileitung der induktive Widerstand überwiegt, während bei den beiden Erdleitungen (VPE-Kabel und GIL) der kapazitive Widerstand überwiegt.
Zusammenfassend kann man feststellen, bei der Freileitung braucht man die geringste Kompensation, die GIL liegt dazwischen und bei VPE-Kabel ist die Kompensation sehr aufwendig. Man wird da alle wenige km elektrische Schaltwerke brauchen, was die Kosten in die Höhe treibt.
Bei der Gleichstromübertragung gibt es keine Blindströme (abgesehen vielleicht von Schaltvorgängen), es würden dann ungefähr die o. g. Zahlen der „idealen“ Leitungen gelten. Das bedeutet z. B., dass man gerade über das Erdkabel elektrische Energie als Gleichstrom über weite Strecken transportieren könnte, ohne dass irgendwelche Kompensationseinrichtungen dazwischen sein müssten. Aber Deutschland ist vermutlich zu klein, um das Drehstromnetz teilweise durch eine Gleichstromstrecke zu ersetzen.
Man wird deshalb auch zukünftig Freileitungen mit Drehstrom einsetzen müssen.

Anhang

Das Rechnen mit komplexen Zahlen 
In vielen Fällen, so auch oben im Teil 2, können mit komplexen Zahlen Formeln formal wesentlich einfacher behandelt werden als nur mit reellen Zahlen. Da aber in der Natur die Dinge real sind, muss dann geklärt werden, was eine komplexe Zahl als Ergebnis bedeutet. Siehe dazu Abb. 5 weiter unten.
Eine komplexe Zahl z kann in verschiedenen Formen dargestellt werden:

z = z1 + i*z2
Dabei ist z1 der reelle Anteil der komplexen Zahl z und i*z2 der imaginäre Anteil. Hierbei ist z2 natürlich auch eine reelle Zahl und i die Wurzel aus -1. 
Eine andere Darstellung ist (r und φ sind reelle Zahlen):
z = r*exp(i*φ) = r * {cos(φ) + i*sin(φ)}
zum Rechen mit diesen Zahlen:

Addition z = x + y:

Es seien x = x1 + i*x2 und y = y1 + i*y2 zwei komplexe Zahlen, die addiert werden sollen. 
(x1, x2, y1, y2, z1, z2 sind reelle Zahlen.)
Die Summe z = z1 + i*z2 wird dann wie folgt gebildet: 

z1 = x1 + y1

z2 = x2 + y2

Beispiel: (5 + 4i) + (3 - i) = 8 +3i

Subtraktion z = x - y
z1 = x1 - y1

z2 = x2 - y2

Beispiel: (5 + 4i) - (10 - 5i) = -5 +9i

Multiplikation z = x * y

z = z1 + i*z2 = (x1 + i*x2) * (y1 + i*y2) = x1*y1 + i*x1*y2 + i*x2*y1 + i*i*x2*y2

Es ist i*i = -1, denn i soll ja die Wurzel aus -1 sein. Dann ist
z = z1 + i*z2 = x1*y1 + i*(x1*y2 + x2*y1) - x2*y2

Durch Vergleich sieht man sofort:

z1 = x1*y1 - x2*y2

z2 = x1*y2 + x2*y1

Beispiel 1: (3 + 4i) * (2 - 5i) = (6+20) + i*(-15+8) = 26 – 7i
Beispiel 2: (7-2i)*(7-2i) = (49-4) + i*(-14-14) = 45 - 28i
Division z = x * y

z = z1 + i*z2 
= (x1 + i*x2) / (y1 + i*y2)

 
= (x1 + i*x2) * (y1 - i*y2) / [(y1 + i*y2) * (y1 - i*y2)]

= (x1*y1 - i*x1*y2 + i*x2*y1 –i*i* x2*y2) / [y1*y1 - i*y2*i*y2]


= [x1*y1 + x2*y2 + i*(x2*y1- x1*y2)] / [y1*y1 + y2*y2]

Durch Vergleich sieht man:

z1 = (x1*y1 + x2*y2) / (y1*y1 + y2*y2)
z2 = (x2*y1 - x1*y2) / (y1*y1 + y2*y2)

Beispiel: (26 -7i) / (2 - 5i) 
= (52 +35) / (4+25) + i*(-14 +130)/ (4+25)

= 87 / 29 + i*116/ 29 = 3 + 4i
(gleiche Beispiel wie bei der Multiplikation, Beispiel 1)
Wurzel z = √x oder in unserer Schreibweise z = sqrt(x)

x1 + i*x2 = (z1+i*z2) * (z1+i*z2) = z1*z1 – z2*z2 + i*2*z1*z2

Durch Vergleich sieht man:

x1 = z1*z1 – z2*z2

x2 = 2*z1*z2  oder
z2 = x2 / (2*z1)    Gl.(*)
Die letzte Gleichung wird in die Gleichung x1 = z1*z1 – z2*z2 eingesetzt:
x1= z1*z1 – [x2 / (2*z1)]* [x2 / (2*z1)]

x1= z1*z1 – x2*x2 / (4*z1*z1)

Multiplikation mit z1*z1 und Umstellen der Glieder liefert


(z1*z1)**2 – x1* (z1*z1) - x2*x2/4 = 0
Dabei bedeutet (z1*z1)**2, dass (z1*z1) zu quadrieren ist, andere Schreibweise für (z1*z1)**2 ist (z1*z1)2
Wir haben so eine quadratische Gleichung für (z1*z1) erhalten. Die Lösung lautet:

z1*z1 = [ x1 +/- sqrt(x1*x1 + x2*x2) ] / 2
Um z1 zu berechnen, muss nochmals die Wurzel gezogen werden. Da z1 aber reell sein soll, muss der Ausdruck in […] positiv sein. Das ist aber nur für das „+“ Zeichen vor „sqrt“ der Fall. Wir können also nur die Lösung mit dem „+“ Zeichen verwenden.
z1*z1 = [ x1 + sqrt(x1*x1 + x2*x2) ] / 2
Zur Berechnung von z1 wird nochmals die Wurzel gezogen:

z1 = sqrt{ [ x1 + sqrt(x1*x1 + x2*x2) ] / 2 }
Wir benutzen willkürlich den positiven Wert der Wurzel und behalten für Anwendungen im Sinn, dass auch z1 = - sqrt{ [ x1 + sqrt(x1*x1 + x2*x2) ] / 2 } eine Lösung ist.

Für z2 benutzen wir direkt Gl. (*) weiter oben:

z2 = x2 / (2*z1) 
Beispiel: 
sqrt(45 - 28i)  =  z1+i*z2

z1 = sqrt{ [ 45 + sqrt(45*45 + 28*28) ] / 2 }


z1 = sqrt{ [ 45 + sqrt(2809) ] / 2 }


z1 = sqrt{ [ 45 + 53 ] / 2 }


z1 = sqrt{ 49 } = 7


z2 = -28 / (2*7) = -2

Ergebnis: sqrt(45 - 28i)  =  7 - 2i

(gleiches Beispiel wie bei der Multiplikation, Beispiel 2)
Exponentialfunktion z = exp(x) (andere Schreibweise z = ex)
z1+i*z2 
= exp(x1 + i*x2)
z1+i*z2 
= exp(x1) * exp(i*x2)

Aus einer Formelsammlung (z. B. Bronstein - Semendjajew: Taschenbuch der Mathematik) entnimmt man:
z1+i*z2 
= exp(x1) * [cos(x2) + i*sin(x2)]

Dabei sind cos(x2) und sin(x2) die Winkelfunktion Cosinus und Sinus.

Durch Vergleich sieht man:

z1 = exp(x1) * cos(x2)
z2 = exp(x1) * sin(x2)

Beispiel: 
exp(2 + 0.5i) = exp(2) * cos(0,5) + i* exp(2) * sin(0,5)

Mit einem Taschenrechner findet man:

exp(2 + 0.5i) 
= 7,3891 * 0,8776 + i* 7,3891 * 0,4794

= 6,4847 + 3,5423i
Absolutwert und Phase

Man kann eine komplexe Zahl geometrisch als Zeiger in einer komplexen Ebene deuten.


[image: image5]
Interessant ist oft auch der Winkel zwischen zwei komplexe Zahlen

[image: image6]
Der Winkel φx für die komplexe Zahl x beträgt
φx = arctg(x2/x1)
arctg ist das Formelzeichen für den Arkustangens. Der Arkustangens ist die inverse Funktion zum Tangens (tg), eine der trigonometrischen Funktionen (=Winkelfunktionen, zu dieser Gruppe gehören auch der Sinus (sin) und der Cosinus (cos)).
Ebenso beträgt der Winkel φy für die komplexe Zahl y 

φy = arctg(y2/y1)

Berechnet werden soll der Winkel φ und der zugehörige Cosinus zwischen den komplexen Zahlen x und y 
φ = φy - φy
Oft ist es sinnvoll, die Winkelfunktionen zumindest teilweise zu umgehen. Es gilt:
tg(φy - φy) = [tg(φy) - tg(φx)] / [1 + tg(φy)* tg(φx)]
tg(φ) = tg(φy - φy) = [y2/y1 - x2/x1] / [1 + (y2/y1)*(x2/x1)]
Gl.(*)
φ = arctg{ [y2/y1 - x2/x1] / [1 + (y2/y1)*(x2/x1)] }

Weiterhin wollen wir noch cos(φ) berechnen:

cos(φ) = 1 / sqrt[ 1+ tg(φ)* tg(φ) ]
Gl.(**)
In die letzte Formel können wir direkt tg(φ) aus Gl.(*) einsetzen.
Die Formeln wurden einer mathematischen Formelsammlung entnommen (Bronstein-Semendjajew: Taschenbuch der Mathematik).

Die Gleichungen (*) und (**) sehen komplizierter aus als φ = φy - φy und die beiden Gleichungen darüber, bei den letzteren Gleichungen ist aber der Rechenaufwand geringer und vor allen Dingen können Winkelfunktion mehrdeutig sein, was man mit Gl.(*) und Gl. (**) weitgehend vermieden hat.
Andere Rechenoperationen an Beispielen
(Kombinationen von reellen Zahlen mit komplexen Zahlen. Alle Beispiele würden mit Kommazahlen genau so funktionieren, wir haben nur aus Bequemlichkeit ganze Zahlen benutzt.)

(2 + 4i) + 8 = 10 + 4i
(6 – 2i) * 15 = 90 – 30i
(12 – 8i) / 4 = 3 – 2i
Die Division 26 / (2 +3i) kann man nicht so einfach rechnen. Ergänze:
(26+0i) / (2 +3i) und wende die Formeln für die Division an
(26+0i) / (2 +3i) 
= (52 + 0) / (4+9) + i*(0 -26*3) / (4+9)


= 52 / 13 - i*78 / 13 = 4 – 6i

sqrt(16i), also die Wurzel aus 16i:

sqrt(16i) = sqrt(16) * sqrt(i) = 4*sqrt(i); aber was ist sqrt(i)? Deshalb:
Ergänze sqrt(0+16i) und wende Formel für die Wurzel an:

z1 = sqrt{ [ 0 + sqrt(0*0 + 16*16) ] / 2 } = sqrt{ sqrt(16*16) / 2 } = sqrt(8)

z2 = 16 / (2* sqrt(8)) = 8 / sqrt(8) = sqrt(8)

sqrt(16i) = sqrt(8) + i*sqrt(8) = 2,8284 + 2,8284i
(Letzte Überarbeitung am 04.12.2011)
u1,u2 = Spannungen


q1,q2,q3,q4 = Ströme


R = Widerstand


L = Induktivität 


C = Kapazität


Rv = Übergangswiderstand


R, L, C, Rv sind die Werte pro Längeneinheit





Rv





L





q4





C





R





u2





u1





Ersatzschaltbild für einen Leiter gegenüber Null
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Abb. 2





u3 = u30 * sin (ω*t + 4/3*π)
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u2 = u20 * sin (ω*t + 2/3*π)








u1 = u10 * sin (ω*t)
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Darstellung von z = z1+i*z2 in einer komplexen Zahlenebene.





r = Länge des Zahlenpfeils


φ = Winkel zwischen dem Zahlenpfeil und der reelle Achse (Phase).


Mathematisch:


r = Absolutwert von z = abs(z)


r = sqrt(z1*z1 + z2*z2)


tan(φ) = z2 / z1
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Abb. 4





Zahlenpfeil für x = x1+i*x2 und Zahlenpfeil für y = y1+i*y2 in einer komplexen Zahlenebene.





φx bzw. φy ist der Winkel zwischen dem Zahlenpfeil für x bzw. y 


und der reelle Achse.


φ = Winkel zwischen den beiden Zahlenpfeilen.
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Abb. 6
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